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INTRODUCTION 
In the present paper we investigate Bernstein algebras as a part of our investigations on 
non-associative algebras. The notion of a Bernstein algebra was introduced by P. Holgate 
(1975) when he gave an algebraic formulation of the so-called Bernstein's problem that is to 
c¥assify al idempotent， quadratic operators mapping the set of n-dimensional vectors x= (x" 
x" "'， xn) where x，>O，l'x，=l， into itself. 
A commutative non-assosiative algebra A over a commutative field κof characteristic宇2
is called a Bernstein algebra if and only if there exists a nontrivial algebra homomorphism i1! 
A→κsatisfying the equation (x')'=ω(x)'x' for al x in A. In 1987 A. Worz-Busekros showed 
that a Bernstein algebra is equipped 、.vithan algebraic structure c¥osely related to that of a 
Jordan algebra， especially that the well-known decomposition A=EEBUEBZ with respect to an 
idempotent e， where E=Ke， U= {xEA I ex=I/2x} ， and Z= {xEA I ex=O} ， isnothing else 
but the Peirce decommposition for finite-dimensional power司associative algebras with 
idempotents， in particular for Jordan algebras with idempotents. Therefore it is an interesting 
matter for us to clarify how far a Bernstein algebra is from a Jordan alg凶raand to extract 
some signficant Jordan subalgebras from it. Although Bernstein algebras of low dimension 
were classified包yHolgate in 1975， it is left open to classify al Bernstein algebras of arbitrary 
dimension. 
In the folIowing we refine the necessary and sufficient condition， that is obtained by A. 
Worz-Busekros， for a Bernstein algebra to be a Jordan algebra. As corollaries it turns out 
that the power-associativity and the Jordan condition are mutually equivallent for a Bernstein 
algebra over a field K of characteristic手2，3，5and that the core B=EEBUEBU' of a Bernstein 
algebra A is a Jordan algebra under the assumption that every element in U is the square of 
some element in A. As an application we take up the open question posed by M.Koecher 
(1980) that says "Are there interesting commutative algebras A that are not Jordan algebras 
and nontrivial ma予pingsf:AxA→A satisfying f(x，y)EM(A) for al x， y in M(A)?" (where 
M(A) is the subset of an algebra A consisting of al αin A satifying the "weakened Jordan 
identity" 
xy.a'十2xa・uαエヱx(y.a')+2(y.xα)α口 x(ya.a)+y(xα・α)+(xy'α)α
for al x， y in A) and it is shown that M(A) for A in some c¥asses of Bernstein algebras 



















(1.2) α 。b=→t{ 印山ω(ωα〕山 φ 
によつて定めれば，切らかにAはK上のTIJ換代数とな































(1.1') 2αb'ac+α2・bc=2 (ab) 0 (αc)十α2・(bc)
( 1 . 1 ")ab. cd十αc.bd十αd.bc
= (ab) 0 (cd)+(ac) 0 (bd)十(αd)0 (bc). 
どの Bernstein代数に対しても条件(1.1)を満た





(1.4) E=Ke， U= {uEA I eu之江1/2u}， 
Zコ {zEA I ez= 0 } . 
分解 cl.3)によりAのすべての元日はαコロ αe+u十
z (αEK， uEU， zEZ) と-~Çj:に表される.
切らかにω 〔αe)=α(αεK)，ω (u) =臼 (z)
o (uEU， zEZ).従ってe0 e=e， e 0u口 1/2u，e 0
z=1/2z， u 0 z口 uou'=zoz'=O.









(1.5) U'cZ， UZcU， Z'cU， UZ'=O. 
条件(1.1)からUのすべての元uとZのすべての
元Zに対して以下の等主えがなりたつ
( 1 . 6) u3 (口u'u)= 0 
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(1.7) u • uz= 0 
( 1 . 8) uz2= 0 
( 1 . 9) u' . uz= 0 
( 1 .10) uz . Z2= 0 
(1.11) (UZ)2ごと G 
(1 .12) u'z'= O. 
( 1 . 6)~ ( 1 . 12)の各々から線形化によって以
下の等式が得られる (cf.[4 J， lemma2) 
U， V，ωE:U， z， y， xεZ，とするとき
(1.6') u・U山 +V'wu十w ・1山口 0，
中、Hこ u'v+ 2u ・uv之江 O 
(1.7') u ・vz十uz'v= 0 
(1.8') u・zy=0 
( 1 . 9') uv・wz十vw・uz+ωu・vz口。
4ミHこが・ vz十 2uv・uz=0 
( 1.10') zY' xu+yx' zu+xy. zu= 0， 
特に z'・yu十 2zy . zu= 0 
( 1 .11') uz' vy+uy . vz= 0 ， 
特に uz・vz=0 ， uz・uy=O. 
( 1 .12') uv . zy= 0 ， 
特に uv . z'=u2 . zy= 0 . 
HolgateはZの部分空間U'に議日し， Bernstein代数
のコア (core)の機念を導入した Ccf.[ 1 J). 
Bernstein代数Aのコア βは次式で与えられる:





なる.([ 1 J， proposition3) 
命題3.Bernstein代数Aに対して， vのどの元も
Aのある元の平方に等しいならばv2=Oとなる.














すべてのz，y， x E:Z に対して以下の等式 (2. 1)~
(2. 6)がなりたつことである.
(2. 1) zy= 0， 
(2.2) uz . y+uy . z= 0 ， 
(2.3) u'v . z+ 2 (uz . v)u= 0 ， 
(2.4) (uz . y) z= 0 ， 
(2.5) u'v・u=0， 
( 2 . 6) (uz . y) u= O. 
まず (2.1)， (2.2)はそれぞれ次式と|則自であ
ることは明かである.
(2 . 1 ') Z2= 0 ， 
(2. 2') (uz)z= O. 
次にしめすように (2.3)，(2.4)はいずれも
(2 . 1 )と (2.2)から議かれ，残りの 2つはつね
になりたっている




てば (uz. y)z口一(uz. z)y右辺は (2.2')から O
となる.
(2.5)について.u'E:Zだから 0.7)と O.
6)によって，(u'v) u=一 (u'u)v= 0 
(2. 6) について • uzE:Uだから(1.7')と(1.














てz'=コo. また zコロV'EV(vEU) ， uEU V.こ対して
uz' z=v'・uz=… 2vu・vz( 1 . 9')による)










がなりたつことである (cf.[3 p 130). 
Aの任jむの元α=αe+μ十zに対して
α，-α'e+ {日u十 2uz十z'}+ [μ'1 
さらに次式"1:'1ぜる.ここに{}はU成分， [JはZ成
分を表す.
( 2 . 8) (a')'=α'e+ 
{α'u+ 2α'uz十日、'}十〔α'u'J，
( 2 . 9) a(aa') α"e+ 
{日 3叶 2a'uz+よ α 'z'+~ z'十4 --， 2 
?α1州(3α+ 2)山山'z. z 
+ 2 (uz . z)計十〔α'u'J.
従ってすべての αEK，uEU， zEZに対して







(2.10) UV=O (V=U') 
がなりたつことを蕊味する.これに隠して Ho!gateは






特に (uz)z= 0 (uEU， zεV)を得る.






3. Koecherの集合M (A) 




[ 2 J).その際次のようなopenq uestionを提起した;
Jordan代数ではなくて，しかも興味ある(ffJ換〉代
数Aと条件








( 3 . 1) a' . bc + 2 ab . ac 








の記法を用いる • a， b， cEAに対して
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( 1 ) z'= 0 ， 
(2) uv' z= 0 ， 
(3) vz . z= 0， 
(4) 日zy=0， 
(5) z. zy口 0，
(6) u'y= 0 ， 
(7) Su (z， y) = 0 ， 
(8) (uv.y) z=O， 
( 9 ) Sv(u'， y) +αuv . y+ 2 (uz . v)y= 0 ， 
(10) Sv (uw， z)十 (v. wz) z= 0 ， 




Suz (y， x) 
α2 。





(3.2) aγ+ 2 (ae)'=α'e . e+ 2 a (ae. e) 
2(a'ae)e十日・ ae2，
( 3 . 3 ) a'.ev + 2αe' av口 α'v'e+ 2a(ae. v) 
=α'e . v+ 2 a (av . e)
(a . av) e+ (a' ae) v+α (a' ev)， 
( 3 . 4) a'・ey+2 ae・αy=a'y.e+ 2α〔αe. y) 
出 a'e. y十 2a (ay . e)
= (α . ay) e+ (a' ae) y+a (a . ey)， 
(3.5)α2・vy+2av' ay口 α'Y'v-ト2a(av.y) 
出 a'v. y+ 2a (αy・υ〉
= (α ・αy)v+ (a・αv)y十α(α.vy)， 
(3 . 6) a'・vw+2 av . a卸 =a2w.v十 2α(αv.w) 
=α'v' w+ 2α(αω . v) 
= (α ・αω)v+(a.av)ω÷α (a. vω) ， 
(3. 7) a'. yx+ 2 ay . ax=α'x' y十 2a(αY' x) 
=α'Y' x+ 2a (αx' y) 
= (α ・αx)y+ (a' ay) x+a (α. yx)， 
(v， wEU， y， xεZ). 
ヒの各々の式は以下のように還元される.
(3. 2) z'= 0 . 
(3 . 3) uv . z= 0 ， vz . z= 0 . 
( 3 . 4 ) Su (z， y)や去u'z… αzy+z'y=0 ， 
Su(z，y)+z-zy+iz2ytizy， 2-if 2 




(3.5) 日Su(z， y) +auv'z 
+ 2 (uv . y) z+ 2 (vz . y) z= 0 ， 
Su (u'， y) +αuv. z 
-2 (uv . y) z+ 2 (u . vz) z= 0 ， 
aSv (z， y) (u'， y) 
÷fuu y+(uu z〉z+(24ωz
十(vy. z)z十(vz，z)y+(u' vy)z= O. 
(3.2)， (3.3)， (3.4')のもとでは (3.5)は
次式と向俗である:
(3.5') aSv(z，y)十日uv. y+ 2 (UV • y)z 
や 2(vz， y) z= 0 ， 
Sv(u'， y)+ auv' y-2 (u' vz)y= 0， 
αSv (z， y) +αuv. y= 0 
(3. 4')の第3式と (3.5')の第3式から
(:j:j:) Su (z， y) = 0 
が得られる.逆に(ヰギ) と(3 . 4 ')の第 3込えから
( 3 . 5 ')の第3式が得られるから(3.2) (3 




(3. 4 ") z • zy= 0 ， Su (z， y) = 0 ， 
αyz= 0， u'y= 0 . 
(3.5") Sυ(u'， y)やαuV'y十 2(uz • v)y= 0 ， 
(uv • y) z= 0 
(3.6)αvW' zや 2Su(uω， z) 
十 2(v' WZ) z= 0 ， 
avw • z+ 2 (u' vw)z+ 2 (vw . y)y 
十 2(vω・z)z+2uz，v山口 O.
(3. 4 ")のもとではこれは次式と|司値である:
( 3 . 6 ') Su (uw， z) 十 (v• wz) z= 0 . 
(3 . 7) 2 (uy . x) z+ 2 (uz . x) y 
+ 2 (zy . x) z+u'x' 日2
十日Su(y， x) 十日zY'x+Y' z2x= 0 ， 
αz. yx寸su(y，z〉+fsz仏 x)
+ (ux' z) y+ (uy・z)x十 (z. yx) z 
+ (zx' z)汁 (zy. z) x一千戸 O
(3. 4つのもとではこれは次式と同イl自で、ある:
(3.7') 2(uy'x)z十 2(uz . x)y+αS" (y， x) 









α， bεM (A) -争 abEM(A) 
がなりたつ.
証明.(3. 8)は Su(y， x) = 0と向績である
(VEU， y， xEZ).仮定のもとでM (A)の条件
(1) ~ (12)を吟味する.
(3)， (7)は自切である(9 )， (10)は各々
(9' )αuv • y+ 2 (uz . v) y口 0，
(10') (v'叩z)z= 0 
に還元される.(5) と (3.8)のもとでは，
(uy . x)z+ (uz . x)y= (uz . y)x十(uz. x)y= 0， 
(zy . x) z=ー (zy'z) x口Oとなるから(11)は
α2yZ= 0に還元され，これは次式とi司値である:
(11') α江口 O. 





対して aが(1)， (2). (5)， (6)， (8)， (9勺，
(10')， (11')を満たすことである.
b， cεM (A).とする 01')によって，
b口u，+z" c出向+Z2 (UiEU， ZiεZ)と表される.この
とき，bc口u+z，ただし 1 U=UtZ2十U2Z!十ZIZZJ Z口u，
U2・
(1)について.
Z2= (U，U2) 2= (…1/2) uん22 (( 1 . 1 ')による)• 
u2'EZだから(6)によりど口 D
( 2)について.
uv • z= ((U，Z2十uぬ十Z向)u) (u，u，). 
ここで (U，Z2・u) (U，U2) 口一 (u，・UZ2)(U，U2) 
((1.7')による 0/2)U，2 (uz，・U2)(Cl • 
1 ')による)， uz，・u，εZだから(6)によってこれは
Oとなる.I可綴に (uぬ・ u)(U，U2)エコ O.(1.8')に
よってあz，・u=O. ゆえにuv. z= 0 . 
(5)について.
z. zy口 (u，u，)(u山・y) = 
-u， (u， (u向.y)) -u， (u， (u向 .y)) 
((1.6')による)， u，u，EZだからこれはOとなる.
(6)について.
u'y= (uぬ+u，z，十Z向)'y. ここで(1.11') と
(1.8)から (u，z，)2= (U2Z，) '= 0， (Z，Z2) 2= 0 . 
また(1.11') からUjZ2・U2Z，=-UjZl・U2Z2・
ゆえに (U，Z2・Uぬ)y=一 (u向・u向)y=0 
(u山 EUだから (9")による).(1.10')からuぬ-
Zぬ=(一1/2)Z22.UZ，= 0 ( 1 )による) 河様にU2
z，・Z，Z2=O.従ってu2y=0 
(8 )について.
(uv . y) z= ((u向 +uぬ十Z，Z2)v . y) (u，u，). 
ここで(1.8')により (z，z，)v= O. (U，Z2) vEZだ
から(1. 12' )により ((U，Z2・v)y) (U，U2) = 0 . 
問様に ((u戸1・v)y) (u向)= O. 
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従って (uv'y)z=O. b，cEM(β) とする. (11')によって，
( 9つについて b=u，十ZJt C出向十z，(U，EU， z，EV)と表される こ
(uz . v) y= ((u向 +u，z，十Zぬ )(u拘). v) y. のとき，bc=u+z，ただし，u=z，z， (3.12)によ
ここで ((u，z，・u，u，)y=(-1/2) ((u，'.u山)v) y る)， z=u，u，. 
((1.9')による)口 (1/2)((uん・ u，z，)y (( 1 . 系1の証明におけると全く同様にz'=0， uv. z= 0 
7' )による)= 0 (u，'uEUだから (9つによる).同 が示される.(1.8 ')によりu'=u'z，z，=0 . 
様に ((u，z，・u，u，)v) y口O.(1 .12' )から Z向・u， ゆえにu2y=O.従ってbcは(1)， (2)， (6)を満た
U2= O.ゆえに (uz. v) y= 0 . 
(10' )について.
(v . wz) z= (v (ω ・u，u，) (u，u，) = 
(ωv (u叫" 山 u仇2)η)(ω1μ.l，向 ) 一 (ωv (u偽"叫u向，)η)(ωu，似仇uぬ2ρ) 
((1.6')による).ここで(1.7')により v(u，・
山u，)口 -u，(v . wu，) 
ゆえに (v(叫1・wu，})(u，u，) 
一 (u，(v・ωu，)(u，u，)泣く1/2)u，' ((v・WU2)的)
((1.1')による) = 0 ((v・山u，)u，εZだから
(6)による).r司様に (v(u，・wu，)(u，u，) = 0 . 











( 3 . 9) vy= 0 ， Sv (y， x) = 0 
(vEU， y， xEZ) 
がなりたっているから，M (B)の条件のうち (3)， 
( 5 )， (7)， (8)， (10)は自切であり， (9)は
( 9 ')αuv . y= 0 
に還元され， (11)はα'yx=0に，従って
(11') αエコ O 
に還元される.(11')のもとでは(4 )， (9')， (12) 
は!3fj)jとなるから，a=αe十u+zEB がM (B)に属
すための必望書十分条件はすべてのv，wεUとy，xE 
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